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　　摘 　　　要 : 根据含面芯分层损伤的均衡复合材料夹层板在面内载荷作用下的

变形特点 ,建立了一个基于分析椭圆分层局部屈曲变形的二维模型 ,考虑了分层边界

附近未脱胶芯子对分层子板的影响 ,利用复合材料层板湿热本构关系式和瑞利2里兹

法对面芯分层的屈曲进行具体的研究 ,分析了不同材料面板 ,不同铺层以及各种湿热

情况对临界屈曲载荷的影响. 结果表明 ,湿热情况便夹层结构刚度和强度下降.
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　　复合材料夹层结构有很好的吸音、隔热和耐

疲劳等特性 ,又有较高的抗弯刚度质量比和较好

的可设计性. 由于工艺制造、维护使用及环境变化

等不可避免的实际影响 ,这类先进复合材料结构

在使用时会受到各种外来物冲击损伤和湿热环境

急剧变化的恶劣影响.

复合材料夹层板在面板和芯子间存在一个弱

的界面 ,更易受到外界的影响. 当夹层板受面内压

载时 ,该面芯分层会象层板中分层一样产生屈曲

及扩展 ,导致夹层板破坏并失去承载能力.

复合材料夹层结构使用在航空航天领域 ,经

常处于恶劣的湿热环境中 ,而引起严重的湿热残

余应变和残余应力 ,使得分层子板更易产生局部

屈曲和分层扩展 ,从而造成复合材料夹层分层结

构的刚度和强度进一步降低.

许多研究者为描述分层板的压缩性能提出了

一些分析模型 ,按分层的形状来分 ,包括一维穿透

分层模型 (带形分层模型) ,二维预埋的矩形、圆形

和椭圆形分层模型等. 一维带形分层的复合材料

结构的压缩性能问题的研究 ,始于 Chai 等人[1 ] 在

1981 年的工作 ,他们提出了研究分层屈曲和扩展

的一维薄膜分层和普通分层模型.

Vizzini 和Lagace
[2 ] 对 Chai

[1 ] 一维薄膜分层模

型作了较大的改进 ,提出了一个一维薄膜分层的

弹性基础模型. 他们的研究表明 ,Chai[1 ] 的模型过

高地估计了分层的屈曲载荷.

更有实际意义的二维分层问题 ,其屈曲、后屈

曲和扩展分析难度要大得多 ,这是因为分层局部

屈曲会导致未损伤部分 (基板)的弯曲变形和非均

匀薄膜变形. Vizzini 和 Lagace
[2 ] 提出的一维薄膜

分层弹性基础模型可推广应用于复合材料夹层板

面芯分层屈曲分析. 夹层板面芯分层时 ,芯子会储

存一部分应变能 ,故将未和面板脱胶的芯子模拟

为弹性基础是合理的. 复合材料夹层结构在使用

中处于湿热环境中 ,分析中还必须考虑到湿热对

屈曲载荷、中心挠度、内力和内力矩的影响.

1 　分析模型

考虑一个含有椭圆形面芯分层的对称复合材

料夹层板 ,其上作用有均匀压缩和剪切载荷及湿

热载荷 (见图 1) . 分层位于夹层板上面板和芯子

之间 ,分层区域上面的部分称为分层子板 ,其余部

分为基板. 采用如下假设 :

1) 分层子板厚度与夹层板厚度比 tΠh 很小 ,

不考虑分层子板屈曲对基板变形的影响 ;

2) 分层子板长短半轴 a , b 与夹层板面内长

宽尺寸相比为小量 ,但远大于其自身厚度 t ;

3) 夹层板芯子具有正交异性剪切效应和模

向弹性效应 ,其面内刚度可以忽略 ;

4) 除分层区域外 ,夹层板上下表层面板与芯

子的粘接是理想的.

由假设 1) ,夹层板在整体屈曲前 ,仅产生面

内小变形 ,应用经典层合板理论 , x
′
y
′
z
′坐标系中
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图 1 　夹层板面芯分层示意图

上面板变形应变分量表示为式 (1 a) . 其中 a
′
ij为上

面板面内柔度分量 :

ε′
x

ε′
y
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x′y′

=
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(1 a)

当只有 N x′作用时 ,利用坐标变换可得 xyz 坐标系

中的应变分量 :

εx = ρxN x′

εy = ρyN x′

γxy = ρxyN x′

(1 b)

式中

ρx = a
′
11 cos

2θ+ a
′
12 sin

2θ+ a
′
16 sinθcosθ

ρy = a
′
12 sin

2θ+ a
′
22 cos

2θ - a
′
26 sinθcosθ

ρxy = 2 a
′
16 sinθcosθ+ 2 a

′
26 sinθcosθ+ a

′
66 cos 2θ

　　分层子板屈曲变形时 ,必须考虑芯子的影响 ,

现将未和面板脱胶的芯子模拟为弹性基础 ,由于

分层子板为椭圆形 ,而夹层板为矩形 ,考虑到远离

分层边界处 ,上面板受分层子板屈曲变形影响很

小 ,在上面板中选取一个外形相似有弹性支持的

椭圆形子面板作为研究对象 (见图 2) , a′, b′为椭

圆形子面板的长短轴 , a , b 为分层子板的长短轴.

在边界处 ,由椭圆子板和基板位移连续条件 ,得到

椭圆子板位移边界条件 :

u = u′

v = v′

w = wx = wy = 0

(2)

u ,v , w 为椭圆子板位移分量 ; u′, v′为基板的位

移分量. 沿椭圆子板中面作用有面内载荷 N x ,

N y , N xy .

N x = ( A11ρx + A12ρy + A16ρxy ) Nx′

N y = ( A12ρx + A22ρy + A26ρxy ) Nx′

N xy = ( A16ρx + A26ρy + A66ρxy ) N x′

(3)

则转化为有部分弹性基础支持的屈曲变形问题.

Aij为椭圆子板面内拉伸刚度矩阵.

图 2 　椭圆子板弹性基础模型

2 　湿热效应的考虑

复合材料面板弹性系数应该为湿热的函数 ,

芯子的弹性系数也应该为环境的函数. 芯子是蜂

窝状的人造二维多胞材料. 其折合横向弹性模量

Ec ,芯子厚度 hc . 地基系数 kc = EcΠhc .

Ec = Ec0 (1 - 0. 5 ×10
- 3

t) (4)

由经典层合板理论
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εx = ε0 + zκ (5)

其中 ,ε0 ,κ分别为中面面内应变列阵和中面弯曲

应变列阵.

层合板典型第 k 层湿热本构关系 :
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式中 ,α为热膨胀系数 ;β为湿膨胀系数 ;ΔT 为温

度差 ; C 为吸湿浓度.

应力合量 N x , N y , N xy及 Mx , My , Mxy定义为
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　　将层合板典型第 k 层湿热本构关系式 (6) 代

入 (7)式 ,并结合经典层合板理论式 (5) ,通过积分

可得层合板湿热本构关系简单形式为

N

M
=

A 　B

B 　D

ε0

κ
-

N
T

M
T -

N
H

M
H

(8 a)

经过变换 ,上式可以改写为

�N
�M

=
N + N

T
+ N

H

M + M
T

+ M
H =

A 　B

B 　D

ε0

κ

(8 b)

这样就把温度作用、湿度作用视为一种当量的外

载荷 ,把温度、湿度和力学 3 种因素用等效的力学

量来处理 ,式中 , N
T 为热力 , M

T 为热内力矩 , N
H

为湿内力 , M
H 为湿内力矩.

3 　瑞利2里兹分析方法

瑞利2里兹能量法是研究椭圆形层板屈曲的

有效方法 ,包括 3 个步骤 : ①选取合理的位移函

数 ; ②利用层合板本构关系 ,计算系统总势能 ; ③

应用最小势能原理导出特征方程 ,其特征值和特

征向量分别为层板的屈曲载荷和屈曲形状.

对于步骤①,所选取的横向位移函数 w 应满

足椭圆子板位移边界条件 (2) . 假设横向位移函数

w 为如下形式 :

w ( x , y) = t ·Z
2 ( x , y) ·R ( x , y) (9)

　　设 Z ( x , y) = 1 - ( xΠa′) 2
- ( yΠb′) 2 以满足椭

圆子板边界条件 ,对于椭圆子板 ,受弹性基础限

制 ,可以预测屈曲变形将呈“草帽形”, R ( x , y) 必

须取二元幂级数函数的前几十项 ,才能使其逼近

随圆子板屈曲形状 ,但随着项数的增多 ,运算难度

加大 ,而且误差也加大 ,很难得到收敛解. 通过分

析取 :

E ( x , y) = exp -
μ
2

[ ( xΠa′) 2 + ( yΠb′) 2 ]

0 < μ ≤1 (10)

可以用来描述椭圆子板屈曲形状 ,考虑其对称性 ,

完备的横向位移函数 w 取为

w = Z
2 ( x , y) ·E( x , y) ·t ·

∑
M

m = 0 ,2
∑
m

n = 0 ,1

cmn ·( xΠa′) m - n ·( yΠb′) n

其面内位移函数 u , v 可取为

u = Exx x + Exy y + Z ( x , y) t
2Πa′·

　∑
N
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∑
m
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v = Exy x + Eyy y + Z ( x , y) t
2Πb′·

　∑
N
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∑
m

n = 0 ,1
bmn ( xΠa′) m - n ( yΠb′) n

(11)

　　对于步骤 ②,在不考虑体力作用的情况下 ,椭

圆子板的总势能可表示为

Π =
1
2κS

ε0

κ

T
A 　B

B 　D

ε0

κ
dA -

κS

ε0
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T N
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式中 ,第一项表示椭圆子板的应变能 ,第二项表示

椭圆子板中的残余湿热应力所做的功. 第三项表

示弹性基础所储存的变形能. S , S1 分别为椭圆子

板总面积和未分层区域弹性基础支持的面积.

对于步骤③,当利用瑞利2里兹能量法近似求

解时 ,为运算方便 ,进行无量纲化 ,通过选择待定

参数 amn , bmn , cmn ,使无量纲总势能 �Π最小 ,即满

足以下条件 :

5Π
～

Π5 amn = 0

5Π
～

Π5 bmn = 0

5Π
～

Π5 cmn = 0

m = 1 ,2 ,Λ , i 　n = 1 ,2 ,Λ , j

(13)

044 北 京 航 空 航 天 大 学 学 报 　　　　　　　　　　　　 　 　2002 年



© 1994-2010 China Academic Journal Electronic Publishing House. All rights reserved.    http://www.cnki.net

　　这些代数方程组是非线性的 ,重要的是确定

椭圆子板的屈曲值. 在数学上 ,通过取其二阶偏导

数矩阵行列式等于零为判定条件. 对于对称椭圆

子板 ,拉弯耦合刚度 B ij = 0 ,条件方程可以简化为

det �A =
52Π

～

5 cr , s 5 cp , q
= 0 (14)

　　该方程是一个标准的特征值问题 ,可以直接

求解. 该方程的最小特征值 Ncr 便是作用在夹层

板上使分层子板发生屈曲的线性临界屈曲载荷 ,

利用应变内力关系还可以得到临界屈曲应变.

4 　数值计算和结果分析

计算结果如表 1 所述.

表 1 　各种屈曲情况临界屈曲载荷对比表

芯子厚度 hΠmm
各种屈曲情况的 N crΠ(N·mm - 1)

1 2 3 4 5

5 515. 62 470. 28 471. 5 434. 1 781. 9

10 266. 61 243. 6 241 224. 3 398. 7

20 142. 06 130. 3 125. 6 119. 4 245. 6

100 41. 97 39. 06 31. 34 34. 69 127. 33

　　表中 ,情况 1 :不考虑湿热情况的面板内分层

Ncr ,情况 2 :不考虑湿热情况的面芯分层 Ncr ,情

况 3 :考虑湿热情况的面板内分层 Ncr ,情况 4 :考

虑湿热情况的面芯分层 Ncr ,情况 5 :整体屈曲

Ncr .由表 1 可以看出 :局部分层屈曲相对于整体

屈曲 ,其临界压缩载荷要低得多 ,在多数情况下 ,

仅以局部分层屈曲作为结构破坏的判定标准 ;湿

热环境影响夹层板的承载性能 ,使临界压缩载荷

Ncr降低 ;面芯分层相对于面板内分层 ,是更易发

生的分层形式 ,随着芯子厚度 hc 的增大 ( kc 减

小) ,临界压缩载荷 Ncr降低 ,更易发生分层屈曲 ,

可见芯子对分层的影响很大.

引入有效边界刚度系数ω ,ω= NcrΠN
3

cr , Ncr ,

N
3

cr 分别为考虑弹性基础支持时和无弹性基础支

持时的临界屈曲载荷. 讨论ω随 kc 变化的规律.

面板的铺层情况和芯子的支持情况都会影响临界

屈曲载荷的大小. 由图 3 可知 ,随着子板层数的增

大 ,ω减小 ,芯子对分层子板边界的支持刚度相对

减小. 由图 4 得到 ,当 aΠb 增大 ,即分层面积增大 ,

芯子对分层子板边界的支持刚度相对增强. 图 5

表示了 5 种不同的面板材料在相同铺层 ,相同分

层面积情况下的临界屈曲载荷比较图 ,从图中可

看出 ,BFRP 面板承载能力较强. 图 6 表示了 CFRP

面板在 4 种不同的铺层情况下的临界屈曲载荷比

较图 ,从图中可看出 ,铺层情况 1 的面板承载能力

较强. 5 种不同的面板材料分别为 : T300Π4211 ,

T300Π5222 ,KFRPkev49 ,KFRP 和 BFRP. 4 种不同的

铺层情况分别为 : (45Π- 45Π- 45Π45) 2 , (0Π- 45Π45Π

0) 2 , (45Π- 45Π45Π- 45) 2 和 08 .

图 3 　面板层数对 Ncr的影响

图 4 　分层子板面积对 Ncr的影响

图 5 　不同面板材料对 Ncr的影响

图 6 　不同铺层情况对 Ncr的影响

图 7 可以看出湿热环境影响着分层子板的屈

曲载荷和后屈曲变形 ,将降低分层子板的屈曲载
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荷和增大中心挠度. 不同的湿热环境影响的程度

不同 ,存在温度梯度时的影响比均匀温度时的影

响严重.

图 7 　不同湿热环境对 Ncr的影响

　　总结以上分析 ,得到以下结论 : ①夹层板芯子

对脱层子板屈曲影响较大 ,芯子刚度 kc 不同 ,影

响大小也不同 ; ②湿热环境影响着分层子板的屈

曲载荷和后屈曲变形 ,将降低分层子板的屈曲载

何和增大中心挠度 ,不同湿热环境影响的程度不

同 ; ③分层屈曲相对于整体屈曲更易发生 ,面芯分

层相对于面板内分层更易发生.
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Abstract : To analyze the buckling of elliptical face2core delaminating in composite sandwich plates , a two2di2
mensional elastic foundation model was established. A displacement function was considered to describe the buckling

shapes. By taking the effects of hygrothermal conditions , of the core and of the composite adjacent to delaminating

location into account , Reyleigh2Ritz energy method was used to predict the critical buckling load , as a function of

composite material , laying angle and hygrothermal condition.
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